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Zusammenfassung
Diese Ausarbeitung zeigt die Division komplexer Zahlen in algebraischer Darstellung mithilfe linearer
Gleichungssysteme und zeigt eine Reduktion der Komplexitit des Algorithmus. Diese ist analog zu der
Reduktion der Komplexitit komplexer Multiplikation, welche bereits GauB entdeckt hatte.! Die Reduk-
tion selbst wurde von Aleksandr Cariow entdeckt. Hier soll dieses sehr kurze Paper erklirt werden.?

Anmerkung. Wie in der Vorlesung eingefiihrt ist in Polardarstellung die Multiplikation und Division kom-
plexer Zahlen sehr leicht, jedoch benéttigen wir den Arcus Cosinus fiir das Argument der Zahl. Jener liegt
aber nicht in jeder Hardwarearchitektur vor. Die hier besprochene Reduktion ist also hardwareorientiert.
Wir konnen so etwa eine effiziente Divisionsinstruktion logisch implementieren.

Wir optimieren hier ausserdem nach Multiplikationen. Wahrend jene auf modernen CPU-Architekturen zwar
sehr schnell sind, so haben sie aber den Nachteil, dass deren Schaltkreise sehr viel Strom verbrauchen. Im
IoT-Bereich ist dies schwer zu verkraften.?

Aufgabe: Gegeben sind zwei komplexe Zahlen x = x,. + iz;, y = y, + iy; # 0; x,y € C. Berechne:
z=—
Y
mit moglichst wenigen arithmetischen Operationen.

Komplexe Division Zunichst bestimmen wir zu einem beliebigen = = x,.+ix; € C die reziproke komplexe
Zahl 1 = 2/ + iz}. Es muss gelten:
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Es ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem, einmal in Gleichungen, einmal in Matrixschreibweise:
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Wir 16sen das LGS:
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Damit folgt:
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Fiir die urspriingliche Aufgabe folgt demnach:
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Komplexitit: 4 Multiplikationen, 3 Additionen, 2 Quadrate, 2 Divisionen reeller Zahlen.
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Optimierung nach Cariow Das Ziel ist, die multiplikative Komplexitéit zu reduzieren. Wir nutzen hier
Matrizen. Zunéchst stellen wir die Zahl z = z, 4 i2; als Matrix aus dem Real- und Imaginé&rteil dar:
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Nun fiithren wir eine Faktorisierung durch. Wir faktorisieren die mittlere Matrix der Teile von x. Dieser Teil
stellt die durch das Paper erbrachte, zentrale Beobachtung dar:
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Wir stellen uns dies folgendermaflen vor: In den diagonalen Eintrigen werden geschickte Nullen addiert,
dann wird eine 3 x 2-Matrix eingefiihrt, welche je die z; addiert und den Eintrag z, — x;, sowie z, + x;
negiert auffasst. Nun erstellen wir aus der Matrix der x,, und x; eine Diagonalmatrix:
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Das Gesamtergebnis:
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Komplexitit: 3 Multiplikationen, 6 Additionen, 2 Quadrate, 2 Divisionen reeller Zahlen.

Die Multiplikationen mit den len und (-1)en konnen wir je weglassen. In der Diagonalmatrix in der Mitte
finden zwei Additionen statt. Das letzte Produkt rechts ergibt:

Yr
—Yi
Yr + Yi

Also eine Addition. Die darauffolgende Multiplikation mit der Diagonalmatrix erfordert exakt drei Multipli-
kationen. Es werden némlich schlicht die nichtleeren Eintrége jeder Zeile multipliziert. Im letzten Produkt
kommen dann nur noch zwei Additionen vor. Dazu kommt die Addition, die zwei Divisionen und die zwei
Quadrate fiir 6.

Tatséchlich befindet sich im Paper von Cariow dazu ein Fehler: Die dritte Matrix von links hat einen Vor-
zeichenfehler bei der eins in (2, 2).



