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Zusammenfassung

Im Rahmen meines Vortrags zum Eignungstests fiir Tutoren trage ich einen kurzen Beweis zu der Irra-
tionalitdt von e durch Restgliedabschdtzung der Exponentialfunktion vor. Der Beweis stammt aus dem
Buch Analysis 1 von Konrad Kénigsberger, ab S. 109, wurde aber von mir leicht ergénzt.

Wiederholung Wir haben in der Vorlesung die Exponentialfunktion exp in einer Formulierung als Po-
tenzreihe, sowie die Konstante e kennengelernt:

exp(z) = E i e= E i exp(1)
k=0 k=0

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die letztere Konstante irrational ist. Wir machen dies iiber einen Umweg, in
dem wir im Folgenden die Berechnung von exp(x) bis zu einem festen n-ten Glied auf den Fehler untersuchen.
So eine Abschétzung kann zum Beispiel mithilfe einer Schleife in einer iterativen Programmierungssprache
wie C berechnet werden.

Analog zu den Restgliedern bei Taylorreihen definieren wir:

Definition 1. Sei n € N beliebig, aber fest. Dann bezeichnen wir im Folgenden als Restglied R,,+1(x) die

Fehlerabschatzung:
n xk (o) xk
Ryi1(z) = exp(z) — Z e Z Tl
k=0 " k=n+1 "

Die Glieder der zugrundeliegenden Reihe des Restgliedes werden immer kleiner, da die Exponentialfunktion,
wie wir wissen, konvergiert. Es wird im Folgenden gezeigt, dass der Fehler fiir die Berechnung von e hochstens
zweimal so grofs wie der erste Summand des Restgliedes werden kann:

Satz 1.
0< Rypr(1) <2 —
n+1 = (T‘L + 1)|
Beweis. Wir nehmen an, dass die Positivitdt des Restgliedes hier nicht bewiesen werden muss. Der Beweis
der oberen Schranke folgt:

1 1 1
Rnt1(1) = (n+1)! (1+ n+2 + (n+2)(n+ 3) +)

<t (e iy
= (n+1) 9 T2
1 1 1

n+1)! 1-1 7" (n+1)

Wir haben zunéchst den ersten Summanden ausgeklammert. Dann stellen wir fest, dass die Produkte in
den Nennern jeweils grofser oder gleich Zweierpotenzen sind. Mit den Ungleichungsregeln der reellen Zahlen,
welche wir kennen, und dem Limes der geometrischen Reihe folgern wir die obere Schranke. ]



Nun zu unserem Ziel. Wir verwenden das vorige Ergebnis im néchsten Beweis.
Satz 2. e ist irrational.

Beweis. Angenommen, e € Q. Dann muss es Zahlen m € Z, n € NT geben, sodass e = o
Zunéchst ist zu zeigen, dass e keine ganze Zahl ist, also n > 2 sein muss. Wir zeigen dies, indem wir e bis zu
dem dritten Folgeglied (n = 2) berechnen und den Fehler nach oben abschéitzen:

21 1 11
E:Exfﬁ A+§:25 Ry(1) <25 =5 = 25 <e <284

Betrachte nun die Zahl n!R,,11(1) und untersuche sie auf Ganzzahligkeit. Wir beobachten erstens:

n!

n!Ry1(1) —n'e—n'zk' n—l'm—n'—n'—;— .—n—1€7Z
Nun gilt allerdings auch:
0 < Rp41(1) < 2
TR )
2 2
0<nlRp41(1) <n!- = <1

m+1)! n+1
Wegen n > 2. Also ist n!R,,4+1(1) zugleich ganz und nicht ganz, was ein Widerspruch ist. |
Kleiner Anhang Satz 1 kann auch folgendermafien generalisiert werden:

Satz 3. Sei |z| < 1, dann ist:
|x|n+1

<
0< |Rn+1(x)| — 2(n_|_ 1)|

Der Beweis ist analog.



